ERIC JOHANNESSON

MONTY HALL-PROBLEMET

1. PROBLEMET

Forestill dig foljande spel. Du har tre odppnade lador framfor dig. Exakt
en avl&ddorna innehéller ett pris, men du vet inte vilken. Spelet gar ut pa
att gissa vilken av lddorna det 4r. Spelet har tre moment:

Forst viljer du en av de tre ooppnade ladorna.
Nir du gjort ditt val kommer en ldda 6ppnas som uppfyller {folj-
ande villkor:
(a) du har inte valt den, och
(b) ladan ar tom.
(Eftersom det bara finns ett pris 4r existensen av en sadan lada
garanterad.)

3. Nir du har sett den tomma lddan 6ppnas, far du vélja mellan de
tva ooppnade ladorna. Du fir behalla innehillet i den lada du
véljer.

Problemet &r nu foljande. Vi antar att du kdnner till spelets regler, samt
att du vill ha priset. Dessutom antar vi att du i férsta momentet (4ven
efter det att du har gjort ditt val) tror att alla tre lddorna har lika stor
sannolikhet att innehalla priset. Lat A vara den lada du viljer i forsta
momentet, 1t B vara den lada som 0ppnas i andra momentet, och l&t
Cvara den tredje lddan. I det sista momentet, bor du da vilja A eller C?

Det numera klassiska svaret pa den fragan ar att du bor vilja C. Det
finns flera enkla och till synes bra argument for detta. For en 6versikt,
se exempelvis Morgan et al. (1991). Ett argument som man ibland stoter
pa dr foljande: sannolikheten att A innehaller priset dr fran borjan 5,
medan sannolikheten att B eller C innehaller priset dr %5. Att B visar sig
vara tom innebdr, enligt detta resonemang, att sannolikheten for C blir
%5, medan sannolikheten for A forblir 4. Siledes bor du vilja C.

Men argumentet dr ogiltigt. Samma typ av resonemang visar namli-
gen att du bor vélja A. Ty sannolikheten att C innehaller priset dr ju frin
borjan Y5, medan sannolikheten att A eller Binnehaller priset dr %. Att B
visar sig vara tom skulle da, enligt samma typ av resonemang, innebéra
att sannolikheten for A blir 25, medan sannolikheten for C forblir .
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Isjdlvaverket foljer det inte fran ovanstdende problembeskrivning att
du rationellt sett maste vilja C i sista momentet (dvs. byta). Ytterligare
ett antagande krévs, vilket vi nu ska visa. Antagandet ifriga ar att, givet
att du valt ratt 1ada i forsta momentet, sa har de aterstaende tva ladorna
en sannolikhet att 6ppnas i andra momentet som ir storre dn noll.

2. DEN KORREKTA LOSNINGEN

Lat oss kalla ladorna 1, 2 och 3. For varje n € {1,2,3}, lat H beteckna han-
delsen att priset 4r i 1ada n, 14t V}, beteckna hindelsen att du viljer lada
n i forsta momentet, och 1at E, beteckna hindelsen att 1dda n 6ppnas i
andramomentet. Antag attA drlddan duvéljeriférsta momentet, B 4r 13-
dan som dppnas i andra momentet, och C &r den tredje ladan. Eftersom
du i forsta momentet, oavsett vilken lada du viljer, tror att alla [ddorna
har lika stor sannolikhet att innehéalla priset, sa giller att

(1) P(H,|V,)=P(Hg|V,) = P(Hc|V,) = Y5

Eftersom du kinner till spelets regler géller dessutom att
(2) P(Eg|VyNH)=1

och att
(3) P(Eg|VyNHp)=0

Premisserna (1), (2) och (3) ger nu att

P(Eg|VanH )

P(H,|E,NV,) =
(4) ( Al B A) P(EB’lVA/\HA)+1

och att

1
PH,EN )=

For en hirledning av (4) och (5), se (9) respektive (10) i Appendix.

Detta innebdr att P(H_|Ez A V,), som dr sannolikheten att vinna om du
byter l&da, kan anta vilket virde som helst mellan % och 1, beroende pé
vardet av P(Ez|V,AH ). Isynnerhet, om P(E5|V,AH,) =1, sa giller enligt (4)
och (5) att P(H,|[Ez A V,) = P(H;|EzA\V,) = V2, och da behover du inte byta.

Vi ska nu visa att detta mycket vél kan vara fallet. Lat sdga att ladan
som Oppnas i andra momentet gor det enligt exempelvis foljande princip:
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Om du har valt 14da 1 och priset dr i Iida 1, sa 6ppnas lada 2.

Om du har valt 1adda 2 och priset 4r i 1dda 2, sa 6ppnas lada 3.

Om du har valt 1ada 3 och priset &r i l&da 3, s& 6ppnas lada 1.
Annars 6ppnas den ldda som du inte har valt och som inte inne-
haller priset (det finns da bara en sddan lada).

PN e

Denna princip vore helt klart férenlig med beskrivningen av spelet som
gavsiinledningen. Anta att du av ndgon anledning tror att det ir denna
princip som géller, och att A =1, B=2 och C = 3. D4 blir P(E,z|V,AH ) = 1
och diarmed P(H ,|ExA\V,) = P(H |Eg\V,) = Ya.

Detta visar att du kan ha trosforestédllningar som ar forenliga med
forutsédttningarna och spelets regler som gor att du i vissa fall slipper
byta. Det finns dock inga sddana trosforestédllningar som gor attduialla
fall slipper byta. Det foljer nimligen av (4) och (5) att

(6) P(Hy|E\V;) < P(H;3|E,AV;) omm P(E,|V,A Hy) < 1
och att
(7) P(Hy|E;A\V;) < P(H,|E5AV; ) omm P(E;|ViA Hy) < 1

Men eftersom P(E,|V;AH,) + P(E;|ViAH,) = 1, s& giller antingen att

P(E,|VaA Hy) < 1 eller att P(E5|ViA H,) < 1. Det betyder, enligt (6) och (7),

att (H,|E,A\V;) < P(H3|E,AV, ) eller P (H,|EsAV,) < P(H,|Es/\V; ). Alltsd maste

du, oavsett vad du i 6vrigt tror, i ndgot av fallenA=1,B=2, C = 3 eller

A=1,B=3,C=2bytalada mellan forsta och sista momentet.
Slutligen géller enligt (5) att

(8) P(HG|EgAV,) =% omm P(Ey|V,AH,) = 2

Dettavisar att standardlosningen, som séger att sannolikheten att gissa
riatt om du byter lada ir %4, endast giller under antagandet att du tror
pa foljande princip:

1. Omduharvaltldda1och prisetdriladdau, s dr detlika sannolikt
att 2 Oppnas som att 3 oppnas.

2.  Omduharvaltladazoch prisetirilada2, sd dr detlika sannolikt
att 1 Oppnas som att 3 oppnas.

3. Omdu harvaltlada3och priset drilida 3, si dr det lika sannolikt
att 1 Oppnas som att 2 oppnas.

Detta antagande brukar emellertid inte ingd i framstéllningen av pro-
blemet.
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APPENDIX

Fran (3) foljer att P(E,AV,AHy) = P(ER|V,AH )P (V,AHg) = 0, vilket tillsam-
mans med (1) och (2) ger

P(HANERNVy)
PH/EN )= ————— =
P(HANEgNV,) B
P(EgAV4AH ) + P(EgN\VAAHg) + P(EgAV,AH )

P(HANEgN\V,) _
P(EgAV4AH,) + 0 + P(EgAV,AH )

P(Ep|VaNH 5) P(HA|Va) P(Va)
P(Ep|VANHA)P(H|VA)P(Va) + P(Eg|VaANH)P(H|VA)P(Va)

P(Eg|VANH,) _ P(Eg|VsNH )
P(Eg|VaAH,) + P(Eg|VaAHG)  P(E|VaNH,) + 1
och
P(H-NEg/NV,
(10)  P(HG|Eg/\V,) = Ly A):
P(Eg/\V,y)
P(HAEhVy)

P(EpAVaNH,) + P(EgNVAH) + PEgAVAAHG)

P(HNERNVY) _
P(EgAV AH ) + 0 + P(EgAV,AH )

P(Ep|VarH() P(H|Va) P(Va)
P(Eg|VANH )P(H|VA)P(V4) + P(Eg|VaNHC)P(Hc|VA)P(VA)

P(Eg|VANH() B 1
P(Eg|VaAH ) + P(Eg|VaAHg)  P(Eg|VaAH ) +1






