JAN ODELSTAD

Forvintad nytta i ljuset av alternativa numeriska
representationer

1. Inledning

Principen om forvintad nytta spelar en viktig roll i beslutsteorin.
Enligt denna princip dr nyttan hos ett handlingsalternativ den
férvantade nyttan hos handlingens utfall. Om {c,| ieI} r de mojliga
konsekvenserna av en handling a och for alla i, i€, c; intrdffar med
sannolikbeten p;, sd giller enligt forvintade-nyttoprincipen att nyttan

hos a ar
i p;u(c)

dadr u(c;) dr virdet eller nyttan hos utfallet c.. Forvintade-nyttoprin-
cipen kombineras ofta med tanken att man ska vilja den handling som
har den storsta [forvidntade] nyttan.

Det tycks vara en vanlig uppfattning att principen om forvintad
nytta kan ges ett formellt stod. von Neumanns och Morgensterns
klassiska teori om sannolikhetsblandningar fran 1947 anses t ex ofta
ge en axiomatisk grundval for denna princip. Per-Erik Malmnés har
dock nyligen (se Malmnis (1991) och (1994)) argumenterat for att
varken von Neumanns och Morgensterns eller andra existerande
axiomatiska karakteriseringar av nyttobegreppet ger en formell grund
for forvantade-nyttoprincipen. Jag ska i denna not diskutera ndgra
aspekter pd frigan om den axiomatiska grundvalen for forvintade-
nyttoprincipen. Som en bakgrund for denna diskussion ges i nista
sektion en kortfattad skiss av en variant av von Neumanns och
Morgensterns teori om sannolikhetsblandningar.

2. Blandningsrum
(A, 2,8) idr ett blandningsrum (mixture space, se Roberts (1979)
s 353) om 2 4r en binir relation pad A och 0 ir en funktion sddan att
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0:Ax[0,1]xA - A

dir [0,1] dr det slutna intervallet mellan O och 1. Som brukligt ir
anvinder vi “apb” for att beteckna “0(a,p,b)”. Vi kallar apb for en
[sannolikhets]blandning (med utfallen a och b). Lat

0,(a,b) = 6(a,p,b) = apb.

Observera att 0, dr en bindr operation pd A. Vi kan alltsé se 6 som en
familj av bindra operationer pa A.

Den intenderade tolkningen av en [sannolikhets]blandning apb &r ett
lotteri (spel) som med sannolikheten p ger a som utfall och med
sannolikheten 1-p ger b som utfall. Observera att utfallen a och b
sjalva kan vara lotterier (blandningar). Enligt den intenderade
tolkningen forstis > som en preferensrelation, dvs. a >b innebir att a
ar atminstone lika bra som b.

L&t oss siiga att (A, 2,0) ir ett N-M-blandningsrum (uppkallat efter
von Neumann och Morgenstern) om (A, 2,0) ir ett blandningsrum
och foljande axiom &r uppfyllda for alla a,b,c i A (se Roberts (1979)
s 354).

(Al) 2 dr en svag ordning pd A.

> #dr motsvarande strikta svaga ordning och = 4r motsvarande in-
differensrelation.

(A2) (apb) = [b(1-p)a] for alla p sadana att O<p<I.

(A3) [(apb)gb] = a(pq)b for alla p,q sddana att 0<p,q<l.

(A4) Om a > b, s (apc) > (bpc) for alla p sddana att O<p<l1.

(A5) Om a > b > c, si existerar p,q sddana att O<p,q<1 och (apc) > b
och b > (aqc).

I von Neumann och Morgenstern (1947) visades att foljande repre-
sentations- och entydighetsteorem géller for N-M-blandningsrum (se
Roberts (1979) s 356).

Representationsteoremet: Om (A, 2,0) ir ett N-M-blandningsrum sé
finns en reellvdard funktion u definierad pa A sadan att

a 2b om och endast om u(a) > u(b) (1)

u(apb) = pu(a)+(1-p)u(b) (2)

Entydighetsteoremet: Om u och v ir funktioner som uppfyller (1) och
(2) ovan sa finns det reella tal r och s dir r 4r storre dn 0, saddana att
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v(a) = ru(a)+s for alla a i A. (u och v ir séledes intervallskalor.)

Den intenderade tolkningen av funktionen u, vilken uppfyller vill-
koren (1) och (2) ovan, #r att u &r ett nyttomatt for blandningsrummet
(A, 2,0).

Notera att (2) dr en formulering av den férvéntade nyttoprincipen;
enligt (2) dr nyttan hos blandningen apb den forvintade nyttan av
utfallen a och b.

Vi ska nu se nidrmare pa inneborden i representationsteoremet. Lat
for den skull @ vara den funktion sddan att

o : Re x [0,1] x Re = Re

(dér [0,1] dr det slutna intervallet mellan O och 1) och det giller att
o(x,p,y) = px+(1-p)y. Lat mp(x,y) = o(x,p,y) = px+(1-p)y. ®, dr en
bindr operation p4 Re. Vi kan alltsd se ® som en familj av binira ope-
rationer pd Re. Det kan vara bekvimt att anvinda +, som beteckning
for w, och vi skriver ,(x,y) = x+y. Siledes giller att

x+,y = px+(1-p)y.
Representationsteoremet innebir alltsd att ett N-M-blandningsrum

(A, 2,0) kan homomorft representeras med (Re,>,®) i foljande
mening: Det finns u : Re — Re sadan att (1) ovan géller samt

u(6(a,p,b)) = w(u(a),p,u(b)) (3)
Notera att (3) dr ekvivalent med att
u(6,(a,b)) = w,(u(a),u(b)) (4)

(3) 4r ju ett sitt att formulera den forvintade nyttoprincipen, vilken
alltsd utsédger att 0 representeras med .

3. Alternativa numeriska representationer av blandningsrum
Det ir litt att inse att ett N-M-blandningsrum (A, >,0) kan homomorft
representeras med andra numeriska strukturer 4n (Re,2,m). I sé fall
kommer O att representeras med en annan familj av binédra operationer
dn o, och sdledes kommer den forvintade nyttoprincipen att ersittas
med en annan princip. Lat oss se mer i detalj pa detta. Forst en
definition.

Ett N-M-blandningsrum (A, 2,0) kallas icke-negativt om det finns
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en homomorfi u frin (A, 2,0) till (Re,>,®) sddan att u(a) ir ett icke-
negativt reellt tal for alla ac A. (A, 2,8) ir alltsd icke-negativt om det
finns en homomorfi frén (A, >,0) till (Re*,2,0) dir Re*=Re* U (0},
dvs. Re* dr méngden av icke-negativa reella tal.

Vi ska nu se pd en annan numerisk representation av ett icke-
negativt blandningsrum (A, >,0) in (Re,2,m). Lat p vara den funktion
sddan att

p: Re* x [0,1] x Re* — Re*
och u(x,p,y) = \/(px2+(1—p)y2). Vi kan allts se u som en familj av
binira operationer pd Re*. Lt p(x,y) = p(x,p,y) = \/(px2+(1-p)y2). Det
kan vara bekvidmt att anvinda ®, som beteckning for u, och vi skriver
Ho(x,y) = x®,y. Siledes giller att
X®,y = \/(px2+(l—p)y2).

Notera att om f : Re* — Re* sadan att f(x):\/x sd dr f en isomorfi
fran (Re",>,m) till (Re’,>,u). Ty f ir omvindbar samt

x 2y omm f(x) 2 f(y)
och

f(w(xpy)) = V(px+(1-p)y) = V(p(/x)%+(1-p)(Vy)?) =
= (V0®,('y) = nER).p(y)

dvs for alla p, 1<p<l,

f(x+,y) = f(x)®,f(y).

Av detta foljer att om (A, 2,0) kan homomorft representeras med
(Re*,>,m) sd kan (A, 2,0) ocksd homomorft representeras med
(Re",2,1). Ty om u ir en homomorfi frin (A, >,0) till (Re",>,w), sd
ar f°u (kompositionen av u och f) en homomorfi fran (A, 2,8) till
(Re',>,w). Detta kan inses p foljande sitt:

a >b omm u(a) = u(b) omm \/u(a) > \/u(b) omm (f°u)(a) = (f°u)(b).

(fu)(apb) = f(u(a)+,u(b)) = (f(u(a))®(f(u(b))
= p((fu)(a),p,(fu)(b)).

0 representeras alltsd dd med p, vilket innebir att den princip som
nu svarar mot principen om forvintad nytta dr foljande:

h(8(a,p,b)) = p(h(a),p.h(b)) = V(ph(a)y+(1-p)h(b)?)
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ddr h dr en homomorfi frin (A, >,0) till (Re’,>,u). Principea siger
alltsd att nyttan hos en blandning (ett lotteri) dr kvadratroter ur det
forvintade virdet av nyttan i kvadrat hos blandningens (lotteriets)
utfall.

Av det som sagts foljer att om (A, 2,0) ir ett icke-negativt N-M-
blandningsrum, s& kan (A, >,0) homomorft representeras med (Re*,
>,). Vidare giller att om h och h’ &r homomorfier fran (A, >,0) till
(Re*,2,), si finns reella tal r och s sddana att

b= th®s = V(th)>+s?).

En annan numerisk struktur som kan anvidndas for att representera
N-M-blandningsrum och som vi ska dterkomma till 4r (Re*,2v), dir

v : Re* x [0,1] x Re* — Re*
och
V(x,p.y) = pix+(1-p)2y+2p(1-p)V (xy).

Vi kan, i analogi med vad vi gjort tidigare, se v som en familj av bi-
ndra operationer pd Re*. Det dr ldtt att forvissa sig om att g:
Re* — Re* sidan att g(x)=x* &r en isomorfi frin (Re’,>,0) till
(Re*,2,v). Det innebér att om u ir en homomorfi fran (A,2,0) till
(Re’,>,0) sd 4r u’ en homomorfi frén (A,>,0) till (Re",2,v). Notera

at V(x.p.y) = (pVx+(1-p)Vy)2

Vi kommer att anvinda oss av detta langre fram.

4. Forvintad nytta som ett specialfall av nyttoreduktion

Med ett nyttomdtt for ett blandningsrum (A, 2,8) avser vi hir en
homomorfi h frin (A, >,0) till en struktur (B,2,y), dir BcRe och %
en familj av bindra operationer pd B. Sdledes giller for h att

h(8(a,p,b)) = x(h(a),p,h(b)).

Ett annat sitt att uttrycka detta ar att séiga att nyttan hos en blandning
ir en funktion av utfallens nytta och sannolikhet. Detta ir alltsd en
generell princip gillande nyttomatt for blandningsrum. Man skulle
kanske kunna kalla denna for en generell nyttoreduktionsprincip;
nyttan hos blandningen reduceras till en funktion av nyttan och sanno-
likheten hos utfallen. I det specialfall dd nyttométtet representerar
blandningsrummet med (R,2,w) didr RcRe, sa far nyttoreduktionsprin-
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cipen den mer specifika formen av principen om forvintad nytta.
Saledes giller att principen om forvintad nytta dar den form nytto-
reduktionsprincipen antar dd blandningsrummet representeras pd det
vanliga séttet.

L4t mig forsoka uttrycka denna tanke négot mer precist. For den
skulle behévs nagra definitioner.

Antag att (A,2,0) dr ett blandningsrum och att f:A — Re ir en
homomorfi frén (A, 2) till (Re,>). Vi sdger di att:
(1) f uppfyller forvdntade-nyttovillkoret om for alla a,be A och pe [0,1]

f(6(a,p,b)) = w(f(a),p.f(b)).

(2) f uppfyller nyttoreduktionsvillkoret om det finns en funktion
x : flIA] x [0,1] x f[A] — Re

sédan att for alla a,be A och pe [0,1]
f(6(a,p.b)) = x(f(a),p.f(b)).

Vi kan nu uttrycka tankegangen ovan pa foljande sitt: Varje nytto-
matt fér ett N-M-blandningsrum uppfyller nyttoreduktionsvillkoret
men inte forvintade-nyttovillkoret. Diremot uppfyller varje nyttomatt
som representerar ett N-M-blandningsrum med (R,>,w) dir RcRe for-
vintade-nyttovillkoret.

von Neumanns och Morgensterns axiomatisering av nyttoteorin gors
i s k kvalitativa termer, dvs i termer av relationer och operationer pa
blandningarna. Axiomatiseringen gors sdledes inte i termer av nytto-
mattet, vilket i stillet forst kommer in i representationsteoremet for
teorin. Det ligger i karaktiren hos denna typ av axiomatisering att
olika numeriska strukturen kan anvindas for representationen av
blandningarna. Eftersom forvidntad-nyttooperationen sammanhinger
med en viss typ av representationen kommer alla nyttomatt inte att
uppfylla forvintade-nyttovillkoret. Detta ar ingen defekt hos von
Neumanns och Morgensterns teori utan en foljd av den kvalitativa
axiomatiseringens natur.

5. Axiomatisk grundval for forvdntade-nyttoprincipen

Tanken bakom striavan att ge en axiomatisk grundval foér forvintade-
nyttoprincipen tycks vara foljande. Ett axiomsystem for nyttoteorin
utgor ett formellt stod for forvintade-nyttoprincipen om axiomen
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garanterar nyttomatt som uppfyller forvintade-nyttovillkoret. Det &r
viktigt hér att skilja pa en stark och en svag variant av denna tanke.
Lat oss sidga att ett axiomsystem ger ett starkt formellt stod for
nyttoprincipen om varje nyttométt for ett godtyckligt blandningsrum
som satisfierar axiomen uppfyller férviantade-nyttovillkoret. Daremot
ger ett axiomsystem ett svagt formellt stod for nyttoprincipen om det
for varje blandningsrum som satisfierar axiomen finns ett nyttomatt
som uppfyller forvintade-nyttovillkoret.

Det som tycks intressera Malmnis &r om axiomatisering kan ge ett
starkt formellt stod for forvintade-nyttoprincipen. Enligt Malmnis
giller namligen att en agent uppfyller forvantade-nyttoprincipen om
hans eller hennes nyttomatt uppfyller forvintade-nyttovillkoret.
(Malmnis (1991) sid 21.) Vidare tycks han tinka sig att en axiomati-
sering av nyttoteorin ger ett formellt stéd for forvintade-nyttoprin-
cipen om féljande géller: Om en agents preferenser uppfyller axiomen
sd uppfyller agenten forvintade-nyttoprincipen.

En av slutsatserna i Malmnis (1991) och (1994) ir att von Neu-
manns och Morgensterns axiomatisering lika lite som ndgon annan
axiomatisering i kvalitativa termer kan ge ett formellt stod for for-
vintade-nyttoprincipen. Av vad som tidigare har sagts i denna not
framgar att jag helt instimmer i denna slutsats. Vi kan alltid vilja att
representera ett N-M-blandningsrum med en numerisk struktur sddan
att homomorfierna fran blandningsrummet till denna struktur inte upp-
fyller forvintade-nyttovillkoret.

Men av att von Neumanns och Morgensterns axiomatisering av
nyttoteorin inte ger ett starkt stod for forvéntade-nyttoprincipen f6ljer
inte att den inte ger nigot st6d alls. Tvirt om ger von Neumanns och
Morgensterns teori ett svagt formellt stod i ovan angivna mening. Om
blandningsrummet uppfyller villkoren for N-M-blandningsrum, kan vi
representera det med en struktur, sd att alla homomorfier fran bland-
ningsrummet till denna struktur uppfyller forvintade-nyttovillkoret.

Att en kvalitativ axiomatisering av nyttoteorin enbart kan ge ett
svagt formellt stod for forvintade-nyttoprincipen uppméirksammades
tidigt av vissa beslutsteoretiker. Redan i Arrow (1951) papekas att
istillet for att anvidnda den nyttoskala som von Neumann och Morgen-
stern hade funnit, dvs ett nyttomatt fran ett N-M-blandningsrum till
(Re”,>,w), sd kan man anviinda kvadraten p4 detta nyttomatt. For, som
Arrow framhaller, en individs beteende beskrivs dd genom att séga att
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individen stridvar att maximera det forvintade vérdet av kvadratroten
ur hans nytta. Arrow tidnker sig alltsd att representera blandnings-
rummet med (Re",>,v). Om u ir en homomorfi frin {(A,>,8) till (Re",
>,0) s& 4r ju u’ en homomorfi fran (A,>,0) till (Re",2,v) (se sektion
3). Lat h vara en homomorfi frin (A,>,0) till (Re",>,v). I sektion 3
konstaterades att

v(x.p.y) = (pVx+(1-p)Vy)2.

vilket innebar att
h(a,p.b) = (pVh(a)y+(1-pVh(b))>.

Att soka de a och b for vilka h(a,p,b) antar maximalt virde dr alltsd
detsamma som att soka de a och b for vilka p\/h(a)+(l-p)\/ h(b) antar
maximalt virde, och detta ir precis vad Arrow noterar. Arrow under-
stryker att detta papekande inte ifrdgasitter anvindbarheten av von
Neumanns och Morgensterns resultat. Vad det sdger ir i stillet att
bland alla olika nyttomatt kan man plocka ut en delmingd bestdende
av nyttomaétt vilka &r linjdrtransformationer av varandra och “which
has the property of stating the laws of rational behavior in a particular-
ly convenient way” (Arrow (1963) s 10). (I detta sammanhang &r ock-
sé s 98 i Savage (1972) av intresse. Se ocksé Weymark (1991) s 264.)

Det svaga formella stod som t ex von Neumanns och Morgensterns
axiomatisering av nyttoteorin ger férvintade-nyttoprincipen ir séledes
av stor betydelse; det gor det mojligt att for N-M-blandningsrum hitta
ett nyttomatt som uppfyller forvintade-nyttovillkoret. Ett dylikt
nyttomdtt dr i manga sammanhang bekvémt att anvinda.

Vid sidan av en axiomatisk grundval for férvéntade-nyttoprincipen
aberopas ofta stora talens lag som stdd for principen. Skulle kanske
stora talens lag kunna ge det starka formella stod for principen som
axiomsystem inte kan ge? Jag formodar att svaret ir nej, ty stora talens
lag tycks 6vergdr i andra principer da den numeriska representationen
dndras. Men det &dr en annan historia.

Not
Jag vill tacka Sven Danielsson, Lars Lindahl, Sten Lindstrom, Per-Erik
Malmnids och Wlodek Rabinowicz for virdefulla synpunkter och
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intressanta diskussioner. Som den uppmirksamme ldsaren redan har
forstatt anvinds symbolerna >, > och =i denna uppsats med tva olika
inneborder, beroende p& om de giller sannolikhetsblandningar (spel)
eller reella tal.
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